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MATHEMATISCHDIDAKTISCHE
ANMERKUNGEN ZU NULL HOCH NULL
F.Schweiger, Salzburg

Dem Schiiler ist stets die Beweisbediirftigkeit mathematischer Aussagen klarzumachen,
sein kritisches Verstindnis fiir mathematische Beweise ist zu schulen; die

klare Unterscheidung der Begriffe Axiom, Satz, Definitiom ist zu fordern.

Aus dem Bundesgesetzblatt fiir die
Republik Osterreich Jahrgang 1978
vom 28.2.1978, 31.Stiick; 114. Verordnung

i. Die besondere Stellung der Zahl O hat in letzter Zeit zu einigen Ver-
Fffentlichungen gefihrt. Die Aufsitze von Lisa Hefendehl - Hebeker und
Ingmar Lehmann und Wolfgang Schulz sind im Literaturverzeichnis genannt.
Urspriinglich war C eine "Ziffer'", das heiBt zur Markierung einer Leer-
stelle in der deziwalen Positionsschreibweise ("arabisches Ziffernsystem"
genannt) gebraucht. Das deutsche Wort "Ziffer" ist ja wie das lateinische

(oder hesser: neulateinische") Wort "cifra" aus arabisch "sifr" abge-

leitet; und "sifr' bezeichnet noch im heutigen Arabisch die Null. Erst
allmahlich ist aus der Null eine "ordentliche" Zahl geworden! Bemerkens-—
wert ist, daB schon Ptolemaios (ca. 150 n.Chr.) in seinen Tahallen ein
Zeichen o als Lickenzeichen verwendet hat, was vielleicht eine Abklirzung

o L s . .
von griechisch ouSZv (=nichts) bedeutet hat. Es sel hier etwa auf das Buch

von H.Gericke verwiesen.

Kanu man 0° definieren? Natlirlich, 0% := 47 ist eine solche Definition und
23 1st nicht einzusehen, was an dieser Definition schlecht sein sollrte.

Allerdings ist Q0 := v wohl genau so gut oder genau so schlecht, denn es
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ist nicht erkennbar, wozu eine solche Definition brauchbar widre bzw. in

welchem Kontext sie sinnvoll wire.

. . . e n "
. Kehren wir einen Moment zur Definition von a , neg N, zuriick! Ist ae R,

so setzt man bekanntlich

n
a 1= 4.8 002 d.
PR (z.1)

n-mal

Wenn jemanden die leicht unbestimmte Schreibweise "n-mal” bzw. die bloR
andeutenden Punkte zwischen den ersten und letzten Gliedern stdren, so

kann er diese Definition durch die rekursive Definition

(2.2)
n+l | n

ersetzen. Dank des Assoziativgesetzes braucht man in (2.1) Keine Klammern zu
setzen bzw. ist (2.1) mit (2.2) dquivalent. Fiir jedes feste ae R erhalten

wir eine Abbildung

E : N -R
a
n (2.3)
n P Ea(n) =a .
Diese Abbildung hat die grundlegende Eigenschaft:
Ea(n+m) = Ea(n}- Ea(m) (2.4)

it

Speziell fiir a = O erhalten wir E,(N) = 0" = 0.

Wir wissen, daB die geordnete Halbgruppe, (WN,+) zur geordneten Gruppe (Z,+)
erweiterbar ist.
Das bedeutet in moderner Sprechweise ausgedriickt:

Es existiert eine injektive Abbildung (die wir mit<yp bezeichnen)




vi:HNSZ
(2.5)
n = v{n)
mit den Eigenschaften
v{n+m) = v(n) + v{m) (2.6)
n<m =»v(n) < vim) (2.7)

Kirzer und nicht so ganz prdzise: Da man +1,+2, +3,... durch 1,2,3,... er-
setzen kann, kann man Z;' durch N érsetzen.

Zur Verwendung des Symbols &= Ffiir injektive Abbildungen sei angemerkt, daB
dieses Symbol als Kreuzung zwischen den Symbolen ¢ (Teilmengenbeziehung) und
-+ (Funktionspfeil) anzusehen ist. Es bewihrt sich dort, wo injektive Ab-

bildungen zu nachtridglichen Identifizierungen fijhren, wie etwa bei Zahlbereichs=-

erwelterungen:

N < Z: Die positiven ganzen Zahlen iibernehmen die Rolle der natiirlichen

Zahlen.
Z <e @: Die Briche mit Nenner ! kdnnen als ganze Zahlen angesehen werden.

@ < R: Im Modell der Intervallschachtelungen etwa sind die rationalen

Zahlen als "rationalwertige" Intervallschachtelungen vertreten.

R & €: Die Paare (a,0) signalisieren die Einbettung der reellen Zahlen als

komplexe Zahlen mit Imaginirteil O.

i» Betrachten wir das Diagramm

E (3.1)

Das Lehrplankapitel "Potenzen mit ganzzahligen Exponenten' 148t sich mathematisch
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auf die Frage reduzieren:

Kdnnen wir eine Abbildung Fa : Z » R finden, die E, erweitert? D.h. die
Einschridnkung von F, auf Nist E; (oder mittels der Abbildung v ausgedriickt:
F,(v(n)) = E (n)). Die gesuchte Abbildung ist im Diagramm (3.1) durch einen

strichlierten Pfeil angedeutet.

Selbstverstiandlich kdnnen wir sofort beliebig viele Abbildungen dieser Art
angeben:
a®  fir z >0

Fa(z) =4 21 fir z = 0

~1 fir z < 0

liefert ein Beispiel.
Aber dies ist zu billig. Mathematik ist anspruchsvoll. Wir wollen mehr! Wir
wollen, daB eine zu (2.4) analoge Eigenschaft fiir F, gilt, nimlich fiir alle

z,weZ sei die Beziehung.
F (z+w) = F, (2) Fa(w) (3.2)
erfiillt. Diese Forderung soll ja das Rechnen mit ganzzahligen Exponenten in

gewohnter Weise ermiglichen.

Dann gilt:
Satz 1: Es gibt genau eine Erweiterung F, + Z > R des Diagrammes (3.1), sodaB

(3.2) gile.

Beweis: (a) Es sei a # 0. Aus

]

Fa(n+0)

H
Fu(n)

F,(a) F_(0) = a"F_(0)

an

folgt Fa(O) = 1. Weiters ist sodann

1 = Fa(O) = Fa(n—n) = Fa(n) Fa(—n) = a“Fa(-n)




- 178 -

Daher ist

1
Fa(-n) = ;E

somit gilt
_ .n
Fa(n) Ea(n) = a

Fa(O) =1

1 -n
Fa( n) ;ﬁ =: a

Daher ist Fa eindeutig bestimmt.

n

L. - 1 . . e . -
Es sei deutlich hervorgehoben, daB a i= — eine Definition fiir a ° darstellt,

a
die nur fiir a # O sinnvoll ist.

(8) Es sei a = 0. Aus

#

Fo(n+0)
il
Fo(n) =0

Fo(n) FO(O) = Eo(n) FO(O) = 0, FO(O)

konnen wir nichts schlieBen! Aber es ist weiters
FO(O) = Fo(n-n) = Fo(n) Fo(—n) =0 . Fo(—n) =0

Damit ist gezeigt: Soll Fo die Eigenschaft (3.2) erfiillen, so ist notwendig
FO(O) = 0. (3.3)

Da

Fo(;T+O) = Fo(—n) FO(O) = FO(—n)O =0
F_(-n)
folgt

F_(-n) = 0. (3.4)

Folgerung: Schreibt man statt, ¥, (z) wie iiblich a®, so erhilt man aus (3.3)

nun 0° = 0. Aus (3.4) erhilt man 0”0 = 0, speziell 0~! = 0.

S T

A
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Die Definition 0—] := 0 bzw. 0™ = 0 mag fiir den ersten Blick sehr ungewShn-

lich aussehen, erfiillt aber die Forderung (3.2).

Um unseren Ausflug in die Gruppentheorie ein wenig zu vertiefen, zeigen wir

Satz 2: (a) Ist a # 0, so bildet F, die Gruppe (Z, +) auf eine Untergruppe

der (multiplikativen) Gruppe (R¥, .), R*= R\{0}, ab. Diese Abbildung ist

injektiv fiir a # 1 und a # -1.

() Ist a = 0, so ist das Bild von Z unter F, die Gruppe ({0},.).

Unter dem Bild von Z unter F, verstehen wir die Menge

F%z 1= {Fa(Z) tzeZl.

Beweis: (o) Ist a # 0, so ist Fa(z)e'R*== R\{0}. Da 1 = Fa(O) und

Fa(—z) = f'%ET gilt, ist das Bild F,Z eine Untergruppe von (Bf,.). Ist

a
a=1, soist F,Z = {1}. Ist a = -1, so ist F, Z= {1,-1}. Sei F,(z) = Fy(w).
Dann ist Fy(z-w) = l. Ist aber a # | oder a # -1, so kann F,y(z-w) = | nur

fiir z-w = O eintreten.

(8) Diese Behauptung ist unmittelbar klar! Was es zu beachten gilt, ist, das
die Menge {0} zusammen mit der Multiplikation einé Gruppe bildet, aber keine
Untergruppe von (Rt.), da 04 R™

Nach (3.4) kann man O © = O setzen, aber dann ist O -0 " = O und daher 070 " # 1.

. vt ot s . s -1 . . ]
Daher ist es unzweckmiBig in dieser Definitionvon O ~ einen Ersatz fura zu sehen.

Ist die Sache damit erledigt? Eher nein! Wir betrachten die Funktion

po:R*—v R

x B x9 =]

Diese Funktion ist auf R stetig (da konstant). Es ist naheliegend, diese

Funktion auf R stetig fortzusetzen. Die eindeutig bestimmte stetige Funktion
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. . )
ist durch pO(O) := | bestimmt. Schreibt man konsequent po(x) =X , SO er-

hdlt man 09 = 1,

Dieser Abschnitt ist etwas schwieriger und der eilige Leser kann ihn getrost
{iberschlagen und zu 7, {ibergehen.

Betrachtet man die Funktion

p_l : R*s R

-1 1
X = X —;,

(6.1)

so erscheint die durch Satz 1 nahegelegte Definition 0_1 = F_I(O) = 0 sehr

anfechtbar. Aber es ist, wie man leicht sieht, iiberhaupt nicht mbglich, die

Funktion P_, im Punkt x = O stetig zu erginzen, denn lim p_l(x) existiert
x-0

(in R) nicht.

In diesem Abschnitt wollen wir uns iiberlegen, wie man diesem "ifbelstand"

durch Erweiterung von R zu einer Menge R u{®} abhelfen k&nnte.

Sei S] = {(ulv)e'Rz : u2 + v = 1} der Einheitskreis.

Wir betrachten nun folgende Abbildung ¢ von S4{(0 1)} in R :

c: Sl {(0l1)} » R

(6.2)
u
(ujv) HT:;
Diese Abbildung ist bijektiv. Die Umkehrabbildung c—] lautet:
-1 1
o : R~ SN {(0]1)}
(6.3)

2x x2 -1

x> (537 I97)

Die Abbildung ¢ 148t sich geometrisch leicht interpretieren: Man verbinde
(0l1) und (ulv) durch eine Gerade. Der Schnittpunkt dieser Geraden mit der

reellen Achse ist o(uiv). Ubrigens liefert o} eine bequeme Art, pythagoriische
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Tripel zu erzeugen: Ist x rational und ist c-l(x) = (%I-%) , so gilt A2+B2 = Cz.

(oH)

(wlv,

o(ulv)

X

Eine entsprechende Verallgemeinerung dieser Abbildung o zu einer Abbildung
der Einheitskugel auf die Ebene ist als stereographische Projektion bekannt.
Wird c—] auf Rf==iR\{O} eingeschrinkt, so wird auf S! der Punkt (0] -1) aus-

gelassen. Betrachten wir das Diagramm

sL (oI, ©1-1)} sl (oI, ©1-1))

o o (6.4)

Ay
rR*

so kann man sich fragen, ob es eine Abbildung f gibt, die dieses Diagramm zu
einem kommutativen Diagramm erginzt, sodaB also o(f(ulv)) = p_l(c(ulv)) gilt!

Das bedeutet

1 -1 1-v

f(ulv) = o (ET%TVT) =g (—E-) = (ul =v).

Dabei hat man in der Rechnung u” + v2 = 1 zu beachten. Damit ist {(ulv) = (u| -v)
berechnet und stellt geometrisch die Spiegelung an der u-Achse dar! Setzt man

daher
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£(ol1) (01 -1)

(6.5.)

fol~-1)= (0l1),

so ist { eine auf ganz s! definierte und stetige Funktion. Dabei kann auf

eine exakte Definition der Stetigkeit von Funkticnen f: Sl =+ s! verzichtet
werden, da in diesem Fail eine anschauliche Vorstellung von Stetigkeit gentigt.
Beziiglich einer Diskussion der Stetigkeit in etwas allgemeinerem, aber doch
anschaulichem Rahmen sei auf den Aufsatz von H.Biirger - H.D.Rinkens - F.Schweiger
verwiesen.

Dem entspricht, daB man R zu einer Menge Ruy{w} erweitern kann und sodann

g(0)1) 1= » setzt. Dann erhilt man aus (6.4) und (6.5) ein neues kommutatives

Diagramm

wenn man p_}(w) : = 0 und p_](O) := o (also O—! = =) setzt. Die so erweiterte

Funktion p_, @ Ru{w}->Ruy{=} ist (in leicht zu prizisierendem Sinn) stetig.

1
Durch Erweiterung von R zur Menge R u{e} (und nicht wie in anderem Zusammenhang

Gblich, zu Ru{-=,+=}) kann p_, in den Punkt x= 0 stetig fortgesetzt werden.

. . X . x_  xlnx _,
. Existiert lim x° ? Setzt man nun schon voraus, daR man x =e fir alle
x-+O+
x > Ozyr Verflgung hat, so wollen wir zunichst lim x ln x berechnen (ohne Ver-
X0+

wendung der Regel von de 1l'Hospital). Es ist ¢ (x) = x lnx fiir alle x>0

definiert und $'(x) = lnx+ 1. Daher ist fiir x<~l~ die Funktion ¢ streng monoton

abnehmend. Daher geniligt es lim x1lnx zu berechnen, indem man X eine passende
x-0+

monoton abnehmende Folge <an> mit lim a = 0 durchlaufen 14B8t. Wihlt man
* n—e

v
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a =21 etwa, so erhdlt man

m2 "= Z_n In 2,

fiir alle n> 4. Fiir n=4 ist dies richtig. Ein Induktionsbeweis fithrt auf

S S L PP

Wir miissen daher zeigen
2n22 (n+1)2 =n2 + 2n + 1,

also

n2 >2n + 1.

Da die grtB8te Nullstelle von g(x) = x2-2x-1 durch x = 1 + V2' gegeben ist,
ist n2-20-1>0 fiir n24 richtig.

Daher 1ist

non .
2

2n n

.

L
n

Daraus folgt

lim 2 %1 2™ = 0.

n-x°

X oo .. "
Da x - e” fiir x = 0 stetig ist, erhilt man

lim x° = 1.
x-0+

AbschlieBend seien drei didaktische Thesen formuliert, die, so ich hoffe, durch

das Vorangegangene erliutert wurden:

(1) Zum Mathematikunterricht gehdrt das Sprechen iiber Mathematik. Damit kdnnen

Exkursionen in die Geschichte der Mathematik oder zu den Anwendungen der Mathe-—
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matik gemeint sein. Dazu gebdrt aber auch der Versuch zu erkliren (oder
besser noch: die Schiiler entdecken zu lassen), warum und wieso man diese

oder jene mathematische Begriffsbildung wihlt und fir nitzlich hilt.

(2) Fiir den Erwerb einer angemessenen Vorstellung dessen, was Mathematik, Mathe-
matisieren oder mathematisches Denken sein koénnte, ist nicht so sehr der

Inhalt (der "Stoff") entscheidend, als wie die Art des Unterrichtens,

(3) Mathematik kann von (oft zunichst unbedeutend aussehenden) Problemen aus-
gehend weiterentwickelt werden. So fiihrt 0° in die Gruppentheorie, in die

Analysis und in die Topologie (der kompakte Raum st ist zu Ru {~} hombomorph).
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